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English abtract. Wreath product for Lie algebras. Full details are given for the 
definition and construction of the wreath product W(A, B) of two Lie algebras A and B, in 
the hope that it can lead to the definition of a suitable Lie group to be the wreath product 
of two given Lie groups. In the process, quite a few new notions are needed, and introduced. 
Such are, for example : Formal series with variables in a vector space and coefficients in some 
other vector space. Derivation of a formal series relative to another formal series. The Lie 
algebra of a vector space. Formal actions of Lie algebras over vector spaces. The basic formal 
action of a Lie algebra over itself (as a formal version of the analytic aspect of the infinitesimal 
operation law of a Lie groupuscule) . More generally, relative to any given formal action d of 
the Lie algebra B over a vector space Y, the wreath product W(A, B;d) is defined. When d 
is the basic action of B over itself, the special case W(A, B) is recovered. Main features are : 
A description of the triangular actions of the wreath products W(A, B\ d) over product vector 
spaces 1x7. A Kaloujnine-Krasner type theorem : In essence, it says that all Lie extensions 
C of the Lie algebra B by the Lie algebra A are, indeed, subalgebras of their wreath product 
W{A, B). A moderately detailed english summary of the paper can be found in [7, p. 9-15]. 
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0. Introduction 

Le produit d'entrelacement ( "wreath product" en anglais) de deux groupes (abstraits) 
quelconques, A et B, est une notion devenue classique : voir, par exemple, Neumann [6]. 
Voici, succintement, comment on l'introduit. 

Considere comme produit de copies du groupe A, l'ensemble A B de toutes les ap- 
plications de B dans A est, lui-meme, un groupe. Soit a : B x A B — > A B l'application 
(6, /) I— > o~b(f) ou <Tb(/) G A B est l'application de £? dans A definie par (ab(f))(x) = f(x b) 
pour tout x G B. Chacun des cr& est alors un automorphisme du groupe A B et l'on verifie 
que l'application a : B — > Aut(A B ) ainsi definie est un homomorphisme du groupe £? dans 
le groupe Aut(A B ) des automorphismes du groupe A B . 

Le produit d'entrelacement de B par A est alors defini comme etant le produit semi- 
direct W(A, B) = A B x B du groupe -B par le groupe A B suivant l'homomorphisme a. 

Plus precisement, pour deux elements (/, b) et (<7,c) de W(A, £?), on a 

(/,&) (<7,c) = (/ <T 6 ( ff ),6 C ). 

On introduit une operation, dite triangulaire, du groupe W(A, B) sur le produit cartesien 
Ax B, naturellement, en posant (x, y)-(f, b) = (x f(y), y b) pour chaque operateur (/, b) G 
A B x B et chaque point (x, y) G Ax B. Ce faisant, on fait ainsi operer ce groupe a droite. 

L'une des proprieties du produit d'entrelacement est connue sous le nom de theoreme de 
Kaloujnine-Krasner : tout groupe C extension de B par A est un sous-groupe du produit 
d'entrelacement W(A,B). 

M. Krasner a pose le probleme suivant au premier des deux auteurs du texte present : 
Comment definir un produit d'entrelacement dans le cas des groupes de Lie? 

Autrement dit, lorsque A et B sont des groupes de Lie, comment peut-on distinguer un 
sous-groupe particulier de W(A,B), assez convenable pour en faire un groupe de Lie, et 
de maniere raisonnable. 

Le probleme semblait assez ardu, difficile et hors de portee. A notre connaissance, il 
n'a d'ailleurs toujours pas ete resolu. Aussi, nous sommes-nous attele, tout d'abord, au 
probleme qui nous a paru plus simple, celui du produit d'entrelacement d'algebres de Lie. 
On passait ainsi du domaine analytique et geometrique, tres riche, au domaine algebrique 
plus accessible. II n'etait pas trop hasardeux de penser que l'algebre de Lie d'un eventuel 
groupe de Lie qui serait un produit d'entrelacement de deux groupes de Lie donnes serait 
le produit d'entrelacement des algebres de Lie de ces deux groupes ou, pour le moins, une 
sous-algebre convenable de ce produit d'entrelacement. 
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Partis en quete du veritable produit d'entrelacement de deux algebres de Lie, nous avons 
suivi un chemin sinueux dont il serait trop long, ici, de decrire en detail les etapes. Qu'il 
suffise de dire ceci, pour le moment. 

D'un cote, la route montait vers un hypothetique produit d'entrelacement de deux 
groupes de Lie, entrevu, a la maniere des groupes abstraits, de 1' autre, elle redescendait 
vers les algebres de Lie correspondantes dont on essayait de deviner les structures et 
l'enlacement... 

Nous avons rencontre, a mi-chemin, entre l'analytique et l'algebrique, la notion de loi 
d'operation infinitesimale et celle de groupuscule de Lie. Apres de multiples et infructueux 
essais, elles nous ont permis de degager la voie et d'ouvrir le passage. Le Traite de Bourbaki, 
et ses tres precieux exercices, nous ont grandement facilite la tache. 

On passerait directement du cas des groupes abstraits a celui des algebres de Lie, tout 
simplement, en remplagant le groupe A B par une algebre de Lie convenable, et en 

faisant jouer le role du groupe Aut(A B ) des automorphismes du groupe A B par l'algebre 
de Lie des derivations de A [[£?]]. 

Pour cela, il suffisait de trouver les bonnes definitions pour A [[£?]] et sa structure 
d'algebre de Lie. Ce que nous flmes, en choisissant pour le statut d'une algebre 

de Lie de series formelles. 

Dans le texte qui suit, nous donnons toutes les definitions et les details necessaires 
pour la construction du produit d'entrelacement de deux algebres de Lie, sur un corps 
commutatif, de caracteristique nulle, quelconque. 

Dans un texte anterieur, "Produit d'entrelacement et action triangulaire d'algebres de 
Lie" [7] , nous avons donne un resume assez complet de ce qui va suivre. Pour la concordance 
de nos deux textes, nous utilisons, de nouveau, les numeros de renvoi sous la forme < n >. 

Les details sont nombreux avant d'arriver au produit d'entrelacement de deux algebres 
de Lie A et B sous la forme W(A, B) = A[[B]} x B. 

Parmi ces details, on signalera l'introduction de quelques notions nouvelles. En parti- 
culier, l'ensemble -X"[[Y]] des series formelles, a variables dans un espace vectoriel Y, donne, 
et coefficients dans un autre espace vectoriel X, et dont A[[J3]] est un cas particulier. La 
derivation d'une serie formelle suivant une autre. L'algebre de Lie S(X) = X[[X]] d'un 
espace vectoriel X quelconque. Les actions des algebres de Lie sur les espaces vectoriels. 
L'action fondamentale d'une algebre de Lie sur elle-meme (version formelle de l'aspect 
analytique de la loi d'operation infinitesimale d'un groupuscule de Lie). 

On trouvera egalement, ici, la definition d'un produit d'entrelacement plus general, 
W(A, B; d) = -A[[Y]] x £?, relatif a une action formelle quelconque d de l'algebre de Lie B 
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sur un espace vectoriel donne Y. Lorsque d est Faction fondamentale de B sur elle-meme, 
on retrouve le cas particulier du produit W(A, B). 

Signalons les deux points saillants suivants. Une description des actions triangulaires 
des produits d'entrelacement B; d) sur les espaces vectoriels produits 1x7. Ainsi 

qu'un theoreme du type Kaloujnine-Krasner : toute algebre de Lie C extension de B par 
A se plonge dans l'algebre de Lie W(A,B). Ce plongement, loin d'etre banal, n'est pas 
unique. On verra, au dernier paragraphe, la formule remarquable de ces plongements. 

Un dernier mot encore au sujet du probleme pose initialement par M. Krasner. Dans 
le cas reel ou complexe, meme lorsque A et B sont, toutes deux, de dimension finie, il 
sera sans doute malaise de remonter directement du produit d'entrelacement de ces deux 
algebres de Lie a un groupe de Lie G dont l'algebre de Lie serait L(G) = W(A,B). En 
effet, la dimension de B) est toujours infinie (sauf si A ou B est triviale). On pourra 

probablement remonter jusqu'a un groupuscule de Lie. Mais, au-dela, il faudrait prendre 
pour G un groupe de Lie banachique, porte par une variete analytique modelee sur un 
espace de Banach (voire de Hilbert) de dimension infinie, par exemple, ou selectionner 
une sous-algebre de dimension finie, convenable, de l'algebre de Lie W(A,B). Tout cela 
demeure en dehors du champ de ce modeste essai. 



Tout au long de ce texte, K designe un corps commutatif infini quelconque; il sera 
de caracteristique nulle a partir du paragraphe 9. De meme, E, F, X, Y, designeront des 
espaces vectoriels sur K, et A, £?, C, designerons des i^-algebres de Lie. Par m, n, r, on 
designera des entiers naturels quelconques, autrement dit des entiers > 0. Pour chaque m, 
on designera par L m (E; F) l'ensemble de toutes les applications m-lineaires de E a valeurs 
dans F. 

Tous les espaces vectoriels ainsi que toutes les algebres de Lie seront supposes 
avoir K comme corps des scalaires. 

On a essaye d'etre le plus complet possible, pour facilter la lecture du texte, en donnant 
tous les details utiles a sa comprehension (frisant parfois, sans doute, la surcharge). 
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1. Series formelles 

Bourbaki, dans un court APPENDICE [1, p. 88-89], expose les notions de polynomes-continus et 
de series formelles pour les espaces vectoriels polynormes, en passant par les applications multilineaires 
continues. En imitant cette demarche, nous l'adaptons ci-dessous au cas purement algebrique des espaces 
vectoriels quelconques (et la developpons pour nos besoins). 

1.1. Polynomes homogenes. On dira qu'une application / : E — > F est un polynome 
homogene de degre m, a variables dans E et coefficients dans F, lorsqu'il existe au moins 
une application m-lineaire u : E m — > F telle que 

f(x) = u(x, . . . , x) pour tout x G E. 

On dira alors que / est determine par u. 

On designera par F[E] m l'ensemble de ces polynomes homogenes de degre m. C'est 
naturellement un espace vectoriel sur K. 

1.2. Remarques. 

1°. Le corps K etant infini, la somme 

consideree dans le K-espace vectoriel F E de toutes les applications de E dans F, est une 
somme directe. 

En effet, soit / = /o + /i H h fm H h/ r ou/ m E F[E] m pour chaque m. On suppose 

que f(x) = pour tout x G E. Alors, pour tous A G K et a; G E, on aura 

/(Ax) = /o(x) + AA(x) + • • • + A r /r(x) = 

et, K etant infini, on aura done 

fo(x) = fi(x) = ■ ■ ■ = f r (x) = pour tout x G E. □ 

2°. Contre-exemple. Bien entendu, sur le corps premier F p , les deux polynomes 

x ? + x 2 + ' ' ' + x n de degre p 

et 

xi + X2 + ■ ■ ■ + x n de degre 1 

sont egaux ! 
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1.3. Polynomes et series formelles. 

On posera 

F[E] = 0F[E] m , F[[E]] =l[F[E} m . 

m m 

On appelle alors polynome (resp. serie formelle) a variables dans E et coefficients dans 
F tout element de F[E] (resp. de F[[E]]). 

Ainsi, une serie formelle / G ^[[-E 1 ]] est de la forme 

/ = /O + h + • • • + fm + ■ ■ • 
ou chaque / m , appele composante homogene de degre m de /, appartient a F[E] m . 

1.3.1. Exemples primaires. Que sont les polynomes homogenes et les series formelles 
dans le cas oil les deux espaces vectoriels E et F sont de dimensions finies? 

Soient E = K r et F = K s . 

Lorsque s = 1, l'ensemble des polynomes F[E] s'identife a K[xi, . . . , x r ], ensemble des 
polynomes (classiques) a r variables et a coefficients dans le corps K. De meme, -Fff-E 1 ]] 
s'identifie alors a . . . ,x r ]], ensemble des series formelles (classiques) aux r variables 

coefficients dans le corps K. Ainsi, pour s quelconque, chaque / G [[-£]] 
s'identifie a un s-uple (f±, . . . , f s ) de series formelles fi G . . . , x r ]]. 

Autrement dit, -Fff-E 1 ]] s'identifie, canoniquement, au produit de s copies de . . . , x r ]]. 

s 

(K s ) [[K r ]} = (K[[ Xl , . . . , x r ]]) s = n Ki[[x u • • • , x r ]]. 

1=1 

1.3.2. Sommabilite. 

On commence par observer ceci. Soit (fi)iei une famille de series formelles 

heF[[E]] , f i = J2km , fi, m eF[E] m . 

m 

Lorsque /, l'ensemble des indices, est fini, la somme J2iei /« es ^ ^^ en definie. Plus 
generalement, pour / quelconque, fini ou infini, soit 

J(m) = {i G I : fi, m ^ 0}. 

Si tous les I(m) sont finis, on pose g m = J2iei(m) fi,m, de sorte que g m G F[E] m . On dit 
alors que la famille est sommable et que sa somme est 

X] /* = 9o + 9i H h 9m H 

iei 
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1.3.3. Question de methode. Dans la suite, pour etablir certains des nombreux 
resultats sur les series formelles, on utilisera souvent la meme methode : elle consiste 
a etablir ce resultat, d'abord pour les polynomes homogenes (en utilisant les applications 
multilineaires qui les determinent) puis, en l'appliquant a leurs composantes homogenes, 
a l'etendre aux series formelles elles-memes. 

Dans la plupart des cas, on a donne tous les details des calculs, assez arides et fastidieux, 
pour le confort du lecteur, ainsi que pour notre propre tranquillite . . . 

1.4. Series formelles doubles. 

Comme dans le cas classique, on peut introduire la notion plus generale de serie formelle 
double a variables dans deux espaces vectoriels X et Y, et a coefficients dans un troisieme 
espace F. 

Voici comment on procede. 

On designe par L( m>n )(X, Y; F) l'ensemble de toutes les applications u : X m x Y n — > F 
qui sont (m + n)-multilineaires, autrement dit, telles que u(x±, . . . , x m , yi, . . . , y n ) soit 
lineaire par rapport a chacune des variables x±, . . . , x m , y±, . . . , y n . 

On dira qu'une application / : X x Y — > F est un polynome homogene de bidegre 
(m, n), a variables dans (X, Y) et coefficients dans F, lorsqu'il existe au moins un element 
u e L (mjn) (X,Y;F) tel que 

f(x, y) = u(x, . . . , x, y . . . , y) pour tous x G X , y <EY. 

On designera par F[X, Y]^ m ^ l'ensemble de ces polynomes homogenes de bidegre (m, n). 
C'est naturellement un espace vectoriel sur K. 

OnposeraF[[X,y]]= J] F[X,Y] {m , n) . 

(m,n) 

On appellera serie formelle double, a variables dans (X, Y) et coefficients dans F, tout 
element de F[[X,Y]]. 

1.5. Identifications naturelles et canoniques. 

On considere T = F[[X]] et on ecrit T m pour F[X] m . 

On fera les identifications suivantes : 

1. L( m>n )(Jr, Y; F) est identifie avec L n (Y; L m (X; F)). 

2. F[X,Y] 

(m,n) es ^ identifie avec T m [l^] n . 
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3. F[[X,Y]] est identifie avec T[[Y]]. 

4. F[[XxY] est identifie avec F[[X,Y}}. 
Ainsi 

5. F[[X x Y] est identifie avec T[[Y]]. 

Voici les details essentiels de ces identifications. Le lecteur ne rencontrera pas de difficulty 
a les completer par des calculs, s'il le juge utile. 

1.5.1. Soit u : X m x Y n — > F une application (m + n)-multilineaire. A chaque y = 
(yi, . . . , y n ) G Y n correspond une application u y : X m — > F definie par 

Uy (x\ , . . . , 3? m ) , . . . , x m , yi , . . . , y n ) . 

Ainsi, ii y G L m (X; F). Soit alors £t l'application de Y n dans L m (X;F) qui, a chaque y G 
y n , fait correspondre u y , de sorte que u G L m (X; F)). L'application it i— > -u est alors 

un isomorphisme naturel, canonique, entre les deux espaces vectoriels L( mn )(X, Y;F) 
etL n (Y;L m (X;F)). 

De cette premiere identification decoule simplement la suivante. 

1.5.2. Soit / G F[X, y]( m>n ) un polynome homogene. II est determine par un element 
u G L( m>n )(X, Y; F). Le polynome / determine par u appartient done a T m [F] n . De plus 
/ ne depend que de / et pas du choix de u ! 

L'application / i— > / est un isomorphisme entre les deux espaces vectoriels 

F[X,Y] (m , n) et T m [Y] n . 
Retenons les deux identites suivantes : 

u(yi, • • • , y n ){xu ...,x m ) = . . . ,x m , yi, . . . , y n ) 
f(y)(x) = f(x,y). 

De cette seconde identification, on passe a la troisieme comme suit. 
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1.5.3. Soit ,/' = f(m,n) e F[[X, Y}]. Pour chaque n, soit g n = ^ f( m , n ), de sorte que 

(m,n) 

<?n G T[Y] n . 

On pose alors / = Yl n 9™ e ^ on remarque que cette notation est en accord avec celle qui 
a ete adoptee ci-dessus dans le cas ou / est un polynome homogene. On a done / G T[[Y]], 
et 1' application / i— > / est un isomorphisme entre les deux espaces vectoriels 

F[[X,Y]] et T[[Y]]. 

Elle est, en effet, lineaire et injective. II suffit de se convaincre qu'elle est, egalement, 
surjective. 

Pour cela, on se donne 

9 e T [i Y ]] i 9 = 

9m -i 9m 

eT[Y] 

m- 

m 

Pour y G Y, on a 

9m (y)eT = F[[X}}, 9m (y) = Yl 

9m,n 

(v) 

i 9m,n (y) G F[X] n . 

n 

Pour chaque x G X, on a 
On pose alors 

fm,n(x,y) = 9m,n(y)( X )- 

On sait que Ton a 

fm,n G , Y] ( m>n ) et 9m,n = fm,n- 

Ainsi, en posant 

/= E f(m,n) e F[[X,Y}), 
(m,n) 

on a 

9 = 1 

A nouveau, et formellement cette fois, on peut ecrire 



f{y)(x) = f(x,y). 
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Remarque. Comme on l'a vu pour les polynomes simples (ci-dessus 1.2), ici aussi la 
somme ^ F[X, y]( m , n ) dans l'espace vectoriel F XxY est une somme directe. 

(m,n) 

En effet, soit / = Em+n<r f(m,n) ou / (m>n) G F[X, y] (m>n) . On suppose que f(x,y) = 
pour tous x E X et y <EY. On veut montrer que /( m , n ) = pour tout (m,n), autrement 
dit, f( m ,n)(x,y) = pour tous x,y,m,n. 

Pour chaque A G K , fx E K , i6l , i/ 6 7, on a /(Ax, /Uy) = 0. Or, 

f(\x,liy)= ^ f(m,n)(^X,liy) = Y ^ m V n f(m,n)(x,y)- 

(m,n) 

D'ou la conclusion. □ 

On en vient a la quatrieme identification. 

1.5.4. Identification de F[[X x Y] avec F[[X, Y]]. Elle resultera de 1' identification de 
F[XxY] r avec F[X, y] (m>n) = F[X, Y] r . 

m+n=r 

On pose Z = X x Y et on identifie X au sous-espace X x {0} C Z, et F au sous-espace 
{0} x y c Z. Soit / G F[X x Y] r . 

On considere f(x,y) = f(x + y). 
1.5.4.1. On montre que / G F[X, Y] r . 

En effet : / est determine par un u G L r (Z; F) et, pour z = x + y , x£X , on a 

/(z) = u(z, . . . , z) = u(x + y, . . . , x + y). 

Or, 

u(zi, . . . ,z r ) = u{x\ +yi, . . . ,x r + y r ) ou z i = x i J ry i . 

Soit R = {1, . . . , r}. Pour chaque partie M C -R, on considere le sous-espace Z M de Z r 
forme des elements z = (zi, . . . , z r ) ou 

Zi G X si % G M, 

z t eY si z ^ M. 

La restriction de m a Zm definit ainsi naturellement une application (m + n)-multilineaire 

u M :X m xY n ^F , m = Card(M). 
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A son tour, um determine un polynome homogene /m G F[X, y]( mjn ), 

/m(z, y) = u M (x,...,x,y,..., y). 

Or 

u(x + y, . . . , x + y) = ^ u m(x, ■ ■ ■ , x, y . . . , y). 

M 

De sorte que f(x,y) = f(x + y) = Em fM(x,y), done / G F[X,Y] r . 

Visiblement, l'application ainsi definie de F[X x Y] r dans F[X,Y] r , qui associe / a /, 
est lineaire. 

1.5.4.2. Elle est aussi injective. Car si / = alors f(x + y) = f(x, y) = pour tous 
x,y, autrement dit, 

f(z) =0 pour tout z £ Z. 

Done / = 0. 

1.5.4.3. Cette application est egalement surjective. 

En effet, soit / G F[X,y]( m>n ) determine par un u E L( m ^(X,Y; F). On definit alors 
v : Z r — > F par 

u(zi, . . . , z r ) = u(xi, . . . ,x m , y m+ i, . . . ,y r ) 
ou = (xi, yi). Ainsi w G L r (Z; F). 

Soit y(z) = u(z, . . . , z). Cela definit un polynome g G F[Z] r et Ton a 

g(x, y) = g(x + y) = u(x, . . . , x, y, . . . , y) = f(x, y). □ 

Cela acheve la quatrieme identification. La cinquieme decoule des precedentes. 

Bien entendu, ce que Ton vient de faire pour deux variables se generalise au cas d'un 
nombre fini quelconque de variables, celui des series formelles multiples. 

1.6. Sur la notation f(x). 

Soit / G F[E] un polynome homogene determine par u G L m (E;F). Pour chaque 
x G E, l'element f(x) = u(x,...,x) est un vecteur de l'espace F. Plus generalement, 
lorsque / G F[E] est un polynome quelconque, homogene ou non, pour chaque vecteur x 
de E, l'element f(x) est encore un vecteur de F. Autrement dit, / definit une application 
(polynomiale) / : E — > F. 
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II n'en va plus necessairement de meme pour une serie formelle / G -E [[£?]] quelconque. 
La notation f(x) ne designe alors pas toujours un vecteur de F. Elle est pourtant com- 
mode et on peut s'en servir (en abusant un peu) dans les questions de composition ou 
de substitution. En designant encore cette serie par la notation / : E — > F, on garde 
metaphohquement l'idee d'une application / tout en sachant que f(x) n'est pas un vecteur 
de F. 

1.7. Substitution. 

Etant donnees des series formelles 



on va montrer comment la composee g(f) peut avoir un sens dans certains cas et qu'elle 
consiste a substituer fay dans g(y). On fera cela par etapes. 

Substituter des polynomes homogenes dans une application multilineaire. 

On commence par se donner 

Ui e L n(t) (X; E) , % = 1, . . . ,m , r = n(l) H h n{m) , v G L m (E;F). 

L'application composee w = v(ui, . . . ,u m ) appartient alors a L r (X;F). On designe par 
/i, . . . , f m , h, les polynomes homogenes determines, respectivement, par u±, . . . ,u m ,w, 
dont les degres respectifs sont n(l), . . . , n(m), r. Le polynome h n'est autre que le compose 
v(fi, . . . , f m ), on le voit immediatement. 

Substituter des series formelles dans une application multilineaire. 

Plus generalement, on se donne m series formelles /i, . . . , / m , ou G ^[[-X - ]- On definit 
la serie formelle v(fi 7 . . . , f m ) = J2 S hs a l'aide de ses composantes 



ou fij designe la composante de degre j de fi. 

Substituer une serie formelle dans un polynome. 

Soit / G ^[[-X"]] une serie formelle et g G F[E] un polynome. Lorsque g est un polynome 
homogene determine par v G L m (i?; F), on definit la serie composee par g(f) = v(f, . . . , f) 
qui ne depend pas du choix de v, comme on le verifie. Lorsque g(x) = J2 m<r v m (x, . . . , x) 
est un polynome quelconque, avec v m G L m (E; F), on ecrit 



f:X^E,g:E^F, 





n(l)H \-n(m)=s 



9(f) = Yl •••,/), 



m<r 



cette somme etant finie! 
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Substituer une serie formelle dans une autre. 

Soient 

f:X^E, g:E^F 

des series formelles. Pour chaque composante g s de g, on considere la serie formelle g s {f)- 
La famille (g s (f)) s de ces series formelles est sommable uniquement dans les deux cas 
suivants, ou Ton peut done ecrire g(f) = J2 s g s (f) '■ 

(1) lorsque g est un polynome car il s'agit alors d'une famille finie; 

(2) lorsque g n'est pas un plolynome et que la composante fo de degre de / est nulle. 
Sinon, les g s (fo) formeraient une famille infinie de constantes non nulles. 

1.8. Restriction et extension des coefficients et des variables. 

Chaque application lineaire p : Y — > X est un polynome homogene p E X[Y]\ de degre 1 
et induit, par fonctorialite, une application lineaire naturelle de Y m dans X m et, partant, 
des applications lineaires 

L m {X- E) - L m {Y- E) , E[X] m - E[Y] m , p : E[[X]] - E[[Y]]. 

L'application p respecte la graduation et, pour / £ on a p(f) = f(p) ou Ton a 

substitue p dans la serie formelle /. 

De meme, a chaque application lineaire s : E — > F correspondent des applications 
lineaires naturelles 

L m (X; E) ^ L m (X; F) , E[X] m ^ F[X] m , s : E[[X]] ^ 

L'application s respecte aussi la graduation et, pour / £ i?[LY]], on a s(f) = s(f) ou Ton 
a substitue la serie formelle / dans s. 

En un certain sens, on peut ainsi dire que le foncteur est contravariant en 

X et covariant en E. On peut, egalement, voir les choses comme ceci : une extension 
p : Y — > X des variables induit une projection p de ^[[-X]] dans E [[Y]]; tandis qu'une 
extension s : E — > F des coefficients induit une extension s de a F[[X]]. 

Les deux applications p et s commutent et leurs effets conjugues induisent une applica- 
tion lineaire q : E[[X]] — > ¥[[Y]] ouq=pos = sop. 

On pourrait examiner ce foncteur de plus pres, afin de voir comment se comportent les 
injections et les surjections. Nous ne le ferons pas ici car nous n'en avons pas l'usage. On 
se contentera de faire la seule observation suivante. 
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Lorsque Ton a 

E = X , F = Y , po S = id s = id*, 
l'application q est injective et plonge ainsi -X"[[X]] dans 

2. Symetrisation 

Etant donnee une fonction de plusieurs variables, f(x±, . . . , x m ), a valeurs dans un groupe commutatif 
quelconque, une demarche habituelle de symertrisation, classique, consiste a lui associer la fonction 
symetrique g(x\, . . . , x m ) obtenue en faisant la somme de toutes les valeurs /(a: s (i), • • ■ , x s / m \) ou s par- 
court l'ensemble des permuations de l'ensemble fini {1, ...,m}. On peut generaliser quelque peu cette 
demarche en defmissant la (pi, . . . ,p r )-symetrisee f(zi,...,z r ;pi,...,p r ) de / comme etant la somme 
de toutes les valeurs /(^ s (i), . . . , z s r m \) ou s parcourt l'ensemble des permuations avec repetitions de 
{l,...,r} ou chaque j est repete pj fois. On explicite, ci-dessous, le cas particulier des applications / 
multilineaires, pour les besoins de la suite, notamment dans la definition de la derivation suivant les series 
formelles, dans le paragraphe 3. 

2.1. Le p-symetrise d'une application m-lineaire. 

Pour chaque u G L m (E; F) , z G E r , p = (pi, . . . ,p r ) G Z r , on designe par u(z;p) 
la somme de tous les termes de la forme u(z s (\), . . . , z s ( m )) ou s est une permutation avec 
repetitions de {1, . . . , r} et dans laquelle j est repete exactement pj fois (pour j = 1, . . . , r). 
S'il n'existe aucun terme de cette forme, on convient que u(z;p) = 0. 

Remarque. On observera qu'avec cette convention, on a u(z;p) = si p G Z r \ N r ou si 

™ Pl H ^Pr- 

2.2. Cas particulier. 

Pour definir la derivation suivant une serie formelle, nous nous servirons, ci-dessous, du 
cas particulier de la symetrisation our = 2, p\ = 1 , pi = m — 1. 

Dans ce cas, u((t, x); (1, m — 1)) est la somme de tous termes de la forme . . . , x m ) 
ou tous les sont egaux a x sauf un qui est egal a t. Bien entendu, si m = alors cette 
somme est nulle. 

On va etablir le resultat suivant. 

2.3. Theoreme. < 1 >. Si des elements u et v de L m (E; F) determinent le meme 
polyndme homogene, alors u = v. 

Autrement dit, si 



u(x, . . . , x) = v(x, . . . , x) pour tout x G E, 
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alors 

u(z;p) = v(z;p) pour tous z G E r , p G IT . 
Pour etablir ce theoreme, on s'appuiera sur les deux resultats auxiliaires suivants. 

2.4. Lemme. Soient b , 61, . . . , 6 m , une suite de vecteurs dans F et 

g(t) = bo + tb\ + • • • + t m 6 m pour chaque t E K. 
On suppose que = pour tout t £ K. Alors 

& = &! = ••• = & m = 0. 

En effet, on considere (m + 1) elements distinsts to, £1, . . . , t m , dans On a 

<7(£i) = , z = 0, 1, . . . , m, par hypothese. 

Autrement dit, 

60 + * 6i + t 2 b 2 + ■■■ + t^b m = 
b + hh + t\b 2 + ■■■ + t^bm = 

bo + t m h + t 2 m b 2 + ■■■ + tZbm = 
et la matrice M = (t^) est (un Vandermonde) inversible. D'ou le resultat. □ 

Remarque. Bien entendu, le lemme est encore vrai lorsque le corps K, sans etre infini, 
possede au moins (m + 1) elements distincts. 

2.5. Corollaire. < 2 >. 

Soit g(xi, . . . , x r ) un polynome a coefficients dans F de degre m au plus : 

9 ( x ) = Yl xPb p- 

pEN 7 " , \p\<m 

On suppose que g(x) = pour tout x G K r . Alors tous les coefficients b p du polynome g 
sont nuls. 

En effet, on raisonne par recurrence sur l'entier r en utilisant le lemme precedent : 
g(xi, . . . , x r -i, t) est un polynome en (xi, . . . , av_i) de degre < m a coefficients dans 
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2.6. Remarque. Soient u G L m (E;F) et z G E r . Void une maniere commode de tenir 
serres en une meme formule tous les termes u(z;p) pour p G Z7. 

Pour chaque £ = (ti, £2, • • • , tr) £ -^ r 5 on considere 

= tlZl + t 2 -22 H h *r*T 

et 

/(*) = u(x(*),...,a;(*)). 

On a alors 

/(f) = £ p) 

en notation " multiindicielle" et ou, par definition, \p\ = pi + ■ ■ ■ + p r . 

On se souvient, en effet, que u(z;p) = dans chacun des deux cas suivants : 

(1) si p G 71 \ N r , 

(2) si|p| 7^ m. 

2.7. Demonstration du theoreme 2.3. En considerant la difference u — v, il sufHt 
d'etablir le resultat dans le cas ou v = 0. 

On suppose done donne u G L m (E; F) tel que u(x, . . . , x) = pour tout x G E. On 
vient de montrer que 

u(z;p) = pour tous z G E r , pG N r . 

Or, en reprenant les notations de la remarque precedente, on a 

f(t) = u(x(t), . . ., x(t)) = pour tout teK. 

On applique alors le corollaire 2.5 au polynome homogene fit) de degre m en t, a 
coefficients dans F. □ 

2.8. Remarque. Lorsque ml est inversible dans K, a chaque element u G L n {E; F) est 
associe son symetrise G L m (E; F) que Ton definit comme suit : 

u*(x 1 ,...,x m ) = -^7 V]u(x s (i),...,x a ( m )), 

s 

la somme etant prise pour toutes les permutations s de l'ensemble {f , . . . , m}. Ce symetrise 
est une application m-lineaire symetrique de E dans F. Lorsque / G F[E] m est determine 
par u, il est clair que / est egalement determine par ce symetrise it*, l'unique element 
symetrique de L m (E; F) qui determine /. 
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3. Derivation suivant une serie formelle 

Au sens classique, la derivee d'une serie formelle / 6 [[a;]], f(x) = ao + a\x + a,2X 2 + • • • + a m x m + • • • , 
est la serie formelle f'(x) = a\ + la-^x + • • • + ma m x m ~ x + • • • • Autrement dit, f'(x) est le terme constant 
en t de la serie formelle (f(x + t) — f(x))/t £ K[[x, t]]. On peut etendre, legerement, cette definition comme 
suit. Etant donnee une autre serie formelle £ £ -K"[[a;]], on appelle derivee de / suivant £ le terme constant 
en t de la serie formelle (f(x + t£) — f(x))/t : c'est la serie formelle ai£ + 2^x + . . . m^x m ^ 1 + • • • • On 
designe cette derivee par £./. En particulier, la derivee classique n'est autre que 1./ = /', la derivee de 
/ suivant la serie constante 1. Ces considerations se generalisent au cas de series formelles / 6 ^[[A]] et 

ee *[[*]]■ 

Pour simplifier, on ecrira S(X) au lieu de X[[X]], et S rn (X) au lieu de X[[X]] m . 

3.1. Derivee suivant un polynome homogene. 

Soit ^ G S r (X) un polynome homogene de degre r a variables et coefficients dans X. 

On va lui associer une derivation qui, a chaque serie formelle / G fait corre- 

spondre une serie formelle £./ G la derivee de / suivant £. 

Pour cela, on procede par etapes. 

3.1.1. On commence par le cas ou / est un polynome homogene. On suppose done que 
/ G F[X] m est determine par u G L m (X; F). Pour chaque x G E, on considere 

g(x) = u(£(x),x); (l,m- 1)) 

voir ci-dessus, cas particulier, 2.2. 

Cela definit une application g : X — > F. On commence par observer que g ne depend 
pas du choix de u, d'apres le theoreme 2.3. 

On designera l'application g ainsi construite par £./ et on l'appellera derivee de / 
suivant ^. 

Autrement dit, 

(£•/)(» =u(£(x),x,...,x) +u(x,£(x),x,...,x) H + u(x,x, . . . ,x,£(x)). 



3.1.2. Proposition. < 3 >. 

Soient f G S r (X) et f E F[X] m . Mors 

£.feF[X] a ou s = r + m-l, 
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avec la convention, naturellement, que -F[-X"] s = {0} pour s < 0. 
En effet, soient u G L m (X; F) et v G L r (X;X) tels que 

f(x) = u(x, ...,x) et £(x) = v(x,...,x). 
Pour chaque i = 1,2, ... ,m, on definit une application W{ : X s — > F comme suit 

Wi(xi, . . .,Xi-x,x i+1 , . . . , x m , yi,..., y r ) = u{x\, . . . , Xi-\, v(yi, . . . ,y r ), x i+1 , . . .,x m ). 
On considere ensuite w = w\ + + ■ ■ ■ + w m . Alors 

{Cf){x) = w{x,...,x) et weL s (X;F). □ 

3.1.3. Le cas ou / est une serie formelle. Lorsque / G on definit £./ a l'aide 

des derivees des composantes homogenes de /. Ainsi, pour 

f = ^2 fm ou f m G F[X] m , 

m 

on pose 

m 

3.2. Derivee suivant une serie formelle. 

Soient 

US(X) et feF[[X]}, 

OU £ = et / = ^fm, 

les £ r et les f m etant les composantes homogenes. 

Generalisant la definition ci-dessus, on designera par £./ la serie formelle Yl 9s ou, pour 
s > 0, on a pose 

r+m-l=S 

L'application de S(X) x F[[X]] dans -F^-X"]] qui au couple (£, /) fait correspondre la 
derivee £./ est une application bilineaire. 
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3.3. Remarque. Lorsque le corps K est de caracteristique nulle, toutes les factorielles 
ml y sont inversibles et chaque polynome homogene f m G T[X] m est alors determine par 
une application m-lineaires symetrique u m = u* m G L m (X; F) (voir la Remarque 2.8). 
Toute serie formelle / G i^ff-X"]] a un developpement canonique 

f( x ) = ^2u m (x,x,...,x), 

m 

ou les u m sont symetriques. Pour la derivee de / suivant £, on a alors la formule particu- 
lierement simple et suggestive suivante : 

(£•/)(» = z~2 m u m (£(x),x,...,x). 

m 



3.4. Plongement et derivation. 

On reprend les notations du 1.5 pour les series doubles : 

T = F[[X}} , T m = F[[X]] m , Z = XxY. 

On a identifie T[[Y}} a F[[Z}}. De meme, S(X)[[Y]} est identifie a X[[Z]] lequel est plonge 
dans S{Z). 

Soient 

/ G T m [Y] n C F[[Z]] , £ G S p (X)[Y] g C 5[[Z]]. 

Pour y G F, on a 

/(y) g T m = F[X] m , e 5 P (X) c SpT). 

Soit 

g(v) = Z(y)-f(v) 

la derivee du polynome /(y) suivant de sorte que Ton a g(y) G F[X]m + p — 1. Soit 
alors h = £./ la derivee de / G -F [[■£]] suivant £ G S'(Z); de sorte que Ton a, h £ F[[Z]]. 

3.5. On montre alors que l'on a h(x,y) = g(y)(x). 

Autrement dit, calculer la derivee £./ "point par point" pour chaque y, revient 
a calculer cette derivee "globalement" pour la variable dans Z. 

Demonstration. Si u G L n {Y; L m (X; F) determine /, on considere v G L r (Z;F), avec 
r = m + n, definie par 



u(zi,...,z r ) = u{y m+u . . . ,y r ){x u . . . ,x m ) , ou z» = (xi,yi), 
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de sorte que v determine / comme element de car 

f{z) = f(y)(x) = u(y, ...,y)(x,...,x)= v(z, . . . , z) , ou z 
On calcule 

g(y)(x) = (Z(y)-f(y))(x) = ^\(y,...,y)(a;,...,£(:r) n \. 

i 

Ensuite £ comme element de S{z) : 

e(z) = e(x,y) = (e(y)(x),0). 

Enfin, 

h(z) = h(x,y) = (£.f)(z) = 
^2Ay, ■ ■ ■ ,y)(x, ■ ■ ■ ,£(» ni , • • • ,x) =g(y)(x). □ 

i 

3.6. Deux definitions. 

On se donne une partie iV C X de l'espace vectoriel X ainsi que deux series formelles 
He S(X) et f e F[[X}]. 

On dira que £ prend ses valeurs dans iV lorsque, pour chacune de ses composantes 
homogenes £ m et pour chaque x G X, on a 

On dira que / ne depend pas de iV lorsque chacune de ses composantes homogenes 
f n peut etre determinee par une application n-lineaire u G L n (X;F) ayant la propriete 
suivante : 

u(xi, . . . , x n ) = des que l'un des Xi appartient a N. 
En particulier, on observera done que, lorsque / ne depend pas de N, on a 

f(x) =0 pour tout x G N. 

3.7. Lemme. Si £ prend ses valeurs dans N et f ne depend pas de N, la derivee £./ est 
nulle. 

En effet, il suffit de faire la demonstration pour les composantes homogenes £ m et f n . Or, 
et chacun des termes de cette somme est nul. □ 

3.8. Derivation d'une serie composee. D'un seul mot, on signalera encore cette simple 
formule dont on se servira plus loin. Lorsque / est lineaire, autrement dit, lorsque / est 
un polynome homogene de degre 1, on a 



= (x,y). 
..,x). 
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4. L'algebre de Lie S(X) 

L'ensemble de series formelles S(X) muni de l'operation de derivation (£,77) 1— > £.77 est une algebre, 
mais elle n'est pas associative (sauf cas trivial). Pourtant, fait inattendu, son crochet 77] = £.77 — 77. £ 
verifie l'identite de Jacobi et en fait une algebre de Lie. 

Etant donnees des series formelle £ et 77, elements de S(X), on peut considerer £.77, la 
deriveede rj suivant £, puis rj. £, la derivee de £ suivant rj. Ce sont deux series formelles 
elements de S(X). 

On pose alors 

On appelle cette operation le crochet sur S'(X). 
On obtient alors le resultat (inattendu !) suivant. 

4.1. Theoreme. < 4 >. L'espace vectoriel S(X) muni du crochet est une algebre de Lie. 
On procedera par etapes pour etablir ce theoreme. 

4.2. Lemme. Soient 

HeS(X) , v eS(x) , feF[[x}}. 

Alors 

Uv-f)-v-(U) = (t-v-v4)-f- 

Autrement dit, 

[t,v]-f = t-M)-v-(M)- 

En effet, par bilinearite, on se ramene au cas des polynomes homogenes. 
Soient alors 

HeS r (X) , v eS s (X) , feF[x] m . 

On suppose que f,£,rj, sont determines respectivement par u,v,w. 
Calculons, avec des notations qui s'expliquent d'elles-memes : 

(e./)(x) = x;«(x,...,e(x)-",...,x) 

i 
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+ Yl • • • ' v ( x > • • • ' ^( x ) nj ' ■■■,xy\...,x). 

i,3 

De meme, 

Uv-f) (x) = u(x, . . . , e(x)" 1 *, • • • , i7(x)^, . . . , x) 

+ X] • • • ' w ( x > • • • ' ^( x ) nj ' ■■■,xy\...,x). 

De sorte que 

(Uv-f)-v-(UMx) = E «fo • • • » ((MO*) " fa-flO*))" 1 *. • • • ,x) = ((£.v-v4)-f)(x)- □ 

i 

4.3. Remarque. Soient £,77, £, des series formelles, elements de S(X). Les deux series 
formelle £.(77. C) et (£.77). C ne son t pas necessairement egales. 

Donnons un contre-exemple tres simple! Pour 

X = K , £(x) = C(x) = x 2 , t/(x) = X, 

on a 

(£.t/)(x) = x 2 = £(x), 

(W-C = «, (£•£)(*) = 2 ^ 3 , 

(t/.C)(x) = 2x 2 , 

Autrement dit, l'operation de derivation n'est pas associative. 

4.4. Lemme [identite de Jacobi]. Le crochet de S(X) verifie l'identite de Jacobi : 

[a, [b,c]] = [[a,b],c] - [[a,c],b]. 

En effet, en utilisant le lemme precedent 4.2, on a 

[[a,b],c] - [[a,c],b] = 
(ab — ba)c — c(ab — ba) — (ac — ca)b + b(ac — ca) = 
a(bc) — b(ac) — c(ab) + c(ba) — a(cb) + c(ab) + b(ac) — b(ca) = 
a(bc) + c(ba) — a(cb) — b(ca) = 
a(bc — cb) + c(ba) — b(ca) = 
a[b, c] — (be — cb)a = a[b, c] — [6, c]a = [a, [6, c]]. □ 

Cela demontre le theoreme 4.1. 
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A chaque espace vectoriel X est attache, naturellement, une algebre de Lie S{X), comme on vient de 
le voir. II est tout aussi naturel de fair agir une algebre de Lie donnee A sur l'espace vectoriel X par le 
biais des homomorphismes D : A — > S{X) d'algebres de Lie. 

On appellera action formelle (a doite) de l'algebre de Lie A sur l'espace vectoriel X 
tout homomorphisme d'algebres de Lie D : A — > S(X). 

Ainsi, pour chaque a E A, l'element correspondant D a G S(X) est une serie formelle a 
variables et coefficients dans X. Pour chaque X E K , a E A , 6 G A, on aura done 

D Aa = AD a , D a+b = D a + D b , D [a>6] = [D a , D 6 ]. 

De plus, pour toute serie formelle / G F[LY]], la derivee D a f (alias D a ./) de / suivant D a 
est, elle-meme, une serie formelle, element de -F[LY]] egalement. On a, aussi, la formule 
suivante qui decoule du lemme 4.2 : 

D [aM f = [D a , D 6 ]/ = (D a D b - D b D a )/ = D a (D 6 /) - D 6 (D a /). 



PROLONGEMENT CANONIQUE D'UNE ACTION FORMELLE 

Soit D : A — > S(X) une action formelle de l'algebre de Lie A sur l'espace vectoriel X . 
Pour chaque espace vectoriel Y, on definira une struture d' algebre de Lie naturelle sur 
puis un prolongement canonique de Taction D en une action de l'algebre de Lie 
sur l'espace vectoriel produit 1x7. 

5.1. Crochet sur A[[Y}]. 

Ce sera simplement le "crochet ponctuel" , ou encore "point par point" , herite de A. 

Autrement dit, si / et g appartiennent a et y G Y , on dira, de maniere imagee, 

que 

[f,g](y) = [f(y),g(y)]. 

Plus precisement, et techniquement : si f E A[Y] n et g E A[Y] r , pour chaque y E Y , on 
pose 

[f,g](y) = [f(y),g(y)}. 
Cela definit une application [/, g] : Y — > A. 
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5.2. Lemme. < 6 >. Soient 

feA[Y] n et geA[Y] r ; 

Alors 

[f,g)eA[Y] n+r . 

Plus precisement, si / et g sont determines respectivement par u et v, on considere 
1' application 

w: Y n+r -> A 

define par 

. . . , x n , yi, . . . , y n ) = [u(xi, ...,x n ), v(yi, . . . , y n )] pour le crochet de A. 

Alors w G L n+r (Y;A). On ecrira simplement w = [u,v]. Enfin, [f,g] est determine par 

[u, v] □ 

5.3. L'algebre de Lie A[[Y]]. 

A present, lorsque f et g sont des series formelles elements de A[[Y]], ou 

/ = ^2fn , g = ^2g r , 

on pose 

[f,g]s = [f">9r] 
n+r=s 

et on definit [f,g] comme etant la serie formelle ^2[f,g] s - 

Ce crochet sur herite du crochet sur A, est une application bilineaire anti- 

symetrique definie sur A[[y]]. 

5.4. Proposition. < 7 >. Le crochet herite de A munit Vespace vectoriel A[[Y]] d'une 
structure d'algebre de Lie. 

En effet, "point par point", le crochet verifie l'identite de Jacobi. □ 

Comme annonce ci-dessus, on a done muni l'espace -A[[Y]] d'une structure d'algebre de 
Lie heritee de celle de A. 

5.5. Prolongement canonique d'une action formelle. 

Soit D : A — > S(X) une action formelle de l'algebre de Lie A sur l'espace vectoriel X. 
Soit Y un espace vectoriel quelconque. Considerons l'espace vectoriel produit Z = X x Y 
et l'algebre de Lie A[[Y]]. 
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Soit a G A[[Y]]. On peut substituer la serie formelle a dans l'application lineaire D 
(voir ci-dessus au 1.7). Designons le resultat de cette substitution par D a . Ainsi D a est 
une serie formelle a variables dans Y et coefficients dans S(X). Autrement dit, 

D a eS(X)[[Y]] = (X[[X}])[[Y}}. 

Ce dernier espace de series formelles est canoniquement plonge dans I[[Ix7]], lui-meme 
plonge dans Z[[Z]] = S(Z). 

Finalement, a chaque a G A[[Y]] correspond une serie formelle D a G S(Z). Nous 
designerons cette application par la meme lettre 

D : A[[Y}] -> S{Z). 

C'est visiblement une application lineaire et qui prolonge D : A — > S(X). 

5.6. Proposition. 

Soit D : A — > S(X) une action formelle de Valgebre de Lie A sur Vespace vectoriel X. 
Pour chaque espace vectoriel Y, le prolongement D : — > S(X x 1") est une action 
formelle de Valgebre de Lie A[[Y]] sur Vespace vectoriel produit Z = X x Y . 

En effet, il suffit de prouver que 

D M] = [D a ,D 6 ] 

pour tout couple de series formelles a et b elements de A[[Y]]. II suffit done d'etablir cette 
egalite lorsque a et b sont des polynomes homogenes. 

Soient 

aeA[Y] n et b e A[Y] r . 

Alors 

[a, b] e A[Y] n+r et [a,b](y) = [a{y),b{y)\ pour chaque y e Y. 
Comme D : A — > S(X) est une action formelle, on a 

V[a,b](y) = D [a(y)My)] = l D a(y),'Db(y)] pour chaque y G Y. 

D'un autre cote, considerons [D a ,D&] = D a .Db — Db.D a . C'est un element de S(Z) que 
Ton peut calculer "ponctuellment" comme on l'a vu plus haut (au 3.5). Ce n'est autre 
que la serie formelle dans S(Z) qui correspond au polynome homogene h G S(X)[Y] oh 

Kv) = D a(y)-D b ( y ) - D 6 ( V ).D ( V ) = [D a ( v ),D 6 („)], 

d'ou l'egalite. □ 
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5.7. Sur le plongement de S(X)[[Y]] dans S(Z). 

On reprend les notations du 1.5 pour les series doubles; dans le cas ou F = X. Ainsi : 

T = S(X) , Z = X xY. 

On a vu que T[[Y]] s'identifie canoniquement a x 7]] = -X"[[Z]] lequel se plonge dans 

Z[[Z]] = S(Z). D'ou un plongement canonique 

j:T[[Y]]^S(Z). 

On a muni T = S(X) d'une structure d'algebre de Lie (voir au 3, ci-dessus) dont T[[Y]] 
herite "ponctuellement" (voir au 5.4, ci-dessus). D'autre part S(Z) est egalement muni, 
intrinsequement, d'une stucture d'algebre de Lie. 

On etablit le resultat naturel suivant : 

5.7.1. Theoreme. Le plongement j : T[[Y]] — > S(Z) est un plongement d'algebres de 
Lie. < 11 >. 

Autrement dit, pour toutes series formelles / et g dans T[[Y]], on a 

j([f,g]) = \j(f),m}- 

En effet, on procede en deux etapes. On commence par supposer que 

feT m [X] n , geT p [X] q . 
Soit h = [f,g], crochet dans T[[Y]]. Ainsi, pour chaque y E Y, on a 

Kv) = [f(y),g(y)} = f(y).g(y) - g(y).f(y). 

Ici, f(y)-g(y) est la derivee (sur la variable dans X) de g(y) suivant f(y). D'apres le 
resultat anterieur du 3.5 ci-dessus, on a 

(f(y).g(y))(x)=(j(f).(j(g))(x,y), 

ou j(f)-j(g) est la derivee de j(g) suivant j(f) pour la variable dans Z. Done 

Hy)( x ) = [j(f),j(g)\(x,y), 

avec le crochet [/, g] de S(Z), et 

m = U(f),j(g)}- 

Dans le cas general, on applique ce qui precede aux composantes homogenes de / et de g 
et on se sert de la double additivite du crochet. □ 
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5.7.2 Plongement de l'algebre de Lie S(X) dans l'algebre de Lie S(Z). < 10 >. 

Au passage, on peut observer que l'on obtient ainsi, en particulier, un plogement naturel 
de l'algebre de Lie S(X) dans l'algebre de Lie S(Z), sans nouvelle argumentation. En effet, 
l'ensemble T[Y]o des constantes de T[[Y]] est une sous-algebre de Lie de T[[Y]] isomorphe 
kS(X). □ 

De meme, bien entendu, S(Y) est egalement plongee dans S(Z). 

6. L'exemple originel 

Nous avons introduit les notions formelles precedentes en nous inspirant de l'exemple de la notion de 
loi d 'operation inGnitesimale selon Bourbaki. Cet exemple originel des lois d'operations infinitesimales, ce 
prototype analytique, nous a servi de modele pour l'introduction des notions purement algebriques de 
derivation et d'action formelles pour les algebres de Lie. 

On suppose, ici, que K — R ou C et on se donne des espaces de Banach X et F. 

Dans ce cas, on designe par P(X; F) l'ensemble des series formelles a composantes 
continues sur X a valeurs dans F (voir Bourbaki [1], p. 88-89). Ainsi P(X;F) est un 
sous-espace vectoriel de F[LY]], qui lui est egal lorsque la dimension de X est finie. 

6.1. Derivation suivant un champ de vecteurs. 

Soient U un voisinage ouvert de dans X et / : U — > F une application analytique 
de U dans F, tous deux, considered comme des varietes analytiques. Soit £ un champ 
analytique de vecteurs sur U. On sait definir l'application analytique £(/) : U — > F (voir 
Bourbaki [2], 8.2.2 et 8.2.3, p. 10) : c'est la fonction x h- >< £, d x f > (x) oil d x f designe la 
differentielle de / au point x. 

En particulier, l'injection canonique h : U — > X est analytique, de meme que l'appli- 
cation £(h):U^>X. 

Identifions chacune des applications £(h), f et £(/) aux series formelles qui les represen- 
ted au voisinage de 0, 

£(h) E P(X; X) , / G P(X; F) , £(/) G P(X; F). 
On verifie que l'on a 

Autrement dit, la serie formelle £(/) n'est autre que la derivee de la serie formelle / suivant 
la serie formelle telle que cette derivee a ete definie ci-dessus (au 3). 
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Verification. II suffit de la faire dans le cas oil / est un polynome homogene continu 
de degre m sur X a valeurs dans F, autrement dit, lorsqu'il existe une application multi- 
lineaires continue X m — > F telle que f(x) = u(x, . . . , x), autrement dit, / = u(h, . . . , h). 
Dans ce cas, pour calculer £(/), on se sert de la formule de derivation des fonctions mul- 
tilineaires composees (voir Bourbaki [2], 8.2.3, page 11) : 

£(/) = E < x > • • • ' ■ ■ ■ > x ) = D 



6.2. Lois d'operations infinitesimales. 

On reprend le voisinage ouvert U de dans X et on se donne une algebre de Lie normable 
complete A. Une loi d'operation infinitesimale a droite, analytique, de l'algebre de 
Lie A dans la variete analytique U est une application a i— > ou ^ a est un champ de 
vecteurs sur U, ayant les deux proprietes suivantes (voir Bourbaki [4], p. 139). 

(i) L'application (a,x) i— > £ a ( x ) es ^ un morphisme analytique du fibre vectoriel trivial 
Ax U dans le fibre tangent T(U) lequel s'identifie au fibre trivial U x X. 

(ii) On a [£ a , ^] = £[ a ,b] quels que soient a et 6 dans A. 

En particulier, pour chaque a G A, le champ de vecteurs £ a est analytique. Bien entendu, 
l'injection canonique h : U — > X est analytique. On considere l'application £ a (h) : U ^> X 
(voir Bourbaki [2], 8.2.2 et 8.2.3, p. 10) : c'est la fonction a; h- > d x /i(^ a (x)) oil d^/i designe 
la difFerentielle de /i au point 

Cette application £ a (h) est analytique done representable au voisinage de l'origine par 
une serie formelle (convergente) a composantes continues, e'est-a-dire par un element de 
P(X;X) C S(X), que nous designerons par D a . 

D'apres ce qui a ete dit, ci-dessus (au 6.1), la derivation suivant cette serie formelle D a 
opere comme suit : 

Etant donnee une application f : U — > F, analytique au voisinage de 0, on a 

Uf)=D a .f. 

On peut alors verifier, simplement, que l'application D : A — > S(X) ainsi definie 
est, au sens que nous lui avons donne, une action formelle de l'algebre de Lie A sur 
l'espace vectoriel X. 

On dira que c'est Taction formelle deduite de la loi d'operation infinitesimale £ donnee. 
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6.3. Theoreme. < 5 >. L'application D : A — > S'(X) deduite d'une loi d'operation 
inGnitesimale £ donnee est une action formelle de A sur X. 

En effet, la seule chose qui pourrait ne pas etre tout a fait claire, c'est que le crochet 
[D a ,D&] calcule dans l'algebre de Lie S(X) est egal a D[ a ,6]- 

On a 

D[o,6] = C[a,6](^) = [ta,tb](h) = = £a(D 6 ) - &(D„). 

Or, £ a (Db) = D a .D&, la derivede la serie formelle D;, suivant la serie formelle D a . De sorte 
que 

D M] =D a .D 6 -D 6 .D a = [D a ,D 6 ]. □ 
7. Produits d'entrelacements 

On se donne une action formelle d : B — > de l'algebre de Lie B sur V. On introduit l'espace 

vectoriel produit W = A[\Y]\ x B et on definit une structure d'algebre de Lie sur W que l'on appellera 
produit d'entrelacement de B par A relativement a Paction formelle d. On designera cette 
algebre de Lie par W(A, B;d). Elle se presentera comme un produit semi-direct d'algebres de Lie. A 
chaque action formelle d : B — > S(Y), un produit d'entrelacment W(A, B;d) : c'est la raison du pluriel. 

7.1. L'algebre de Lie Der(A : Y). 

On va designer par Der(A : Y) l'algebre de Lie des derivations de l'algebre de Lie 
Autrement dit, Der(A : Y) = D{A[\Y]\). 

Pour tout element / G S(Y) et tout a G A[[Y]], on peut considerer la derivee f.a de la 
serie a suivant la serie /. L'application ainsi definie de -A[[Y]] dans elle-meme, a i— > f.a, 
est lineaire. Designons-la par Df (sans grand risque de confusion). 

7.1.1. C'est une derivation de l'algebre de Lie A[[Y]]. < 8 >. 

En effet, il faut montrer que l'on a 

f.[a,b] = [f.a,b] + [a, f.b] 

pour tous a et b dans A[[Y]]. II suffit de le faire lorsque a, b et / sont des polynomes 
homogenes. 

Soient done 

aeA[Y] m , b G A[Y] n , / G S r (Y), 
ueL m (Y;A) , v G L n (Y; A). 
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Supposons que a est determine par u, et b par v. Alors [a, b] est determine par w = [u, v] 
(voir au 5.2). Posons c = /.[a, 6]. On a [a, 6] G A[F] m+n et c G A[Y] m+n+r -i. De plus, 

c(y) = . . . , f(yy\ ...,y), b(y)] + Y}a(y)Mv, • • • > /fo)^ • • • ,v)] = 

i i 

[f.a,b](y) + [aj.b](y)- □ 
L'application / i— > D/ de S'(F) dans Der(A : F) est lineaire. 

7.1.2. C'est un homomorphisme d'algebres de Lie. < 9 >. 
En effet, il faut montrer que l'on a 

D[/, g ] = [D/,D 3 ], 

autrement dit, que Ton a 

[f,g]-a= f-(g-a) - g.(f.a) 

pour tous 

aeA[[Y]] , feS(Y) , 5 g5(F). 
Or, cela decoule du lemme 4.2. □ 

7.2. Homomorphisme de _B dans Der(A : Y). 

Reprenons Paction formelle d : B — > S(Y). Pour chaque b G B, on a d& G S'(F). Nous 
venons de voir comment d& definit une derivation de l'algebre de Lie A[[F]]. Designons 
cette derivation par a(b). 

L'application composee a : B — > Der(A : Y) est done un homomorphisme d'algebres 
de Lie, compose de Taction formelle d : B — > S'(F) suivie de 1' homomorphisme S'(F) — > 
Der(A : F) du 7.1.2. 

7.3. Crochet sur W = A[[Y}] x S. 

Etant donnes deux elements (/, b) et (g, c) de IF, on pose 

[(f,b),(g,c)] = ([f,g]+d h .g-d c .f, [6,c]). 

Cela definit sur IF une structure d'algebre de Lie qui n'est autre que le produit semi- 
direct de l'algebre de Lie B par l'algebre de Lie -A[[F]] relativement a l'homomorphisme 
a : B — > Der(A : F) introduit ci-dessus. 
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8. Action triangulaire 

On se donne 

D : une action de A sur X, 

d : une action de B sur Y, 

Z = X x Y : l'espace vectoriel produit, 

W = W(A, B; d) : le produit d'entrelacement. 

On fait agir W sur Z canoniquement, en cascade. C'est cette action A que Ton baptisera action 
triangulaire. C'est, en quelque sorte, un produit d'entrelacement A = A(D,d) de Taction d : B — > S(Y) 
par Taction D : A -> S(X). 

Comme on l'a vu ci-dessus (au 5.6), Taction D : A — > S(X) se prolonge en une action 
D:A[[Y]]^S(Z). 

D'autre part l'algebre de Lie S(Y) est plongee canoniquement dans l'algebre de Lie 
S(Z) (voir ci-dessus au 5.7.2) done d : B — > S(Y) — > S(Z) est une action de B sur Z. 

Pour chaque couple (/, b) e x S, on posera 

A(^ )fo ) = D/ + db , c'est un element de S(Z). 
On obtient ainsi une application A : W — > «S(Z) qui est lineaire. 

On a alors le resultat tres important suivant. 

8.1. Theoreme. < 12 >. 

L'application A : — > S'(Z) est une action formelle du produit d'entrelacement 
W(A, B; d) sur l'espace produit Z = X xY. 

Demonstration. Le seul point delicat consiste a verifier que Ton bien 

A (5)C) ] = A[( /ib ) i(9)C )]. 

Le premier membre s'ecrit 

[D f + d b ,D g + d c ] = [D f ,D g ] + [D f ,d c } + [d b ,D g } + [d b ,d c ]. 
D'autre part, on a 

[(/,6),G/,c)] = ([/,(/] + d 6 </-d c /,[6,c]). 
De sorte que le second membre s'ecrit 

A [(/,6),(s,c)] = D[/ lS ] + Dd bfl - Dd c / + d[ 6 ,c]- 
II suffira done de verifier, successivement, que Ton a 

(1) D [/>p] = [D / ,D fl ]. 
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(2) d [M = [d 6 ,d c ]. 

(3) D dbf -D dcg = [d b ,D g ]-[d c ,D f }. 

Or, le (1) decoule du 5.6 ci-dessus. Le (2) decoule du fait que d est une action formelle. 
Quant au (3), on montrera d'abord ceci : pour tout couple (a, b) G W, on a 

(4) D a .d 6 = 0, 

(5) db.D a = D c ou c = db.a = a(b).a. 

En effet : (4) La serie formelle d;, ne depend pas de X et la serie formelle D a prend ses 
valeurs dans X. Done D a .db = 0, (voir au 3.7 ci-dessus). 

(5) On se sert de la remarque ci-dessus (au 3.5). Calculer la derivee d&.D a dans S(Z) 

ou 

d b eS(Y) et D a e S(X)[[Y}), 

revient a la calculer comme derivee sur Y. Or, e'est la derivee de la serie composee de a 
suivi de l'application lineaire D, de sorte que (voir ci-dessus au 3.8) db-D a = D db . a = D c , 
comme annonce . □ 

On a ainsi 

(6) [d 6 , DJ = d 6 .D a - D a .d b = D 6 .D a = D db . a . 

De (6) decoule immediatement (3), ce qui acheve la demonstration. □ 

8.2. L'action triangulaire. Reprenons la formule qui definit cette action du produit 
d'entrelacement W = W(A, B; d) sur l'espace vectoriel produitZ = 1x7: 

A( a ,b)(x, y) = v a ( y )(x) + My)- 

Cette action est triangulaire dans le sens ou elle comporte trois temps : l'action d, en 
position 6, commence par agir sur le point y de Y pour donner d&(y) puis l'element a de 
agit sur le point y de Y pour fournir a(y) ce qui enclenche Paction D en position 
a(y) et fait agir D a (y) sur ^ e point x de X pour donner D^^x). 

De maniere imagee, on peut dire que e'est une action en cascade. 



A partir d'ici on suppose que le corps K est de caracteristique nulle. 
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9. Action fondamentale d'une algebre de Lie sur elle-meme 

Pour le crochet [£, rj] = — 77. £, on sait deja que S(B) est une algebre de Lie (voir au 4 ci-dessus). On 
introduit, a present, Paction fondamentale de B sur elle-meme : c'est une action formelle particuliere, 
un homomorphisme d'algebre de Lie particulier d : B — > S(B). 

C'est a dessein que l'on choisit de definir cette action fondamentale pour l'algebre B 
plutot que A, afin de faciliter la transition entre ce paragraphe 9 et le paragraphe 10, 
suivant. 

On procedera par etapes, comme suit. 

9.1. Une serie generatrice. 

On commence par considerer la "serie generatrice" suivante : 

n 

Les coefficients t n sont des nombres rationnels qui appartiennent done au corps K qui est 
de caracteristique nulle ! 



Plus precisement, on a 



1 ^ , , &2 



t = 1 , t x = - et, pour n > 1 , t 2n = , t 2n +i = 0, 

2 (2n)l 

ou les bi n sont les nombres de BERNOULLI. Attention, cependant, on a t\ = —b\. 

9.2. Convention. Comme d'habitude, on prolonge la suite des coefficients t n par la 
convention suivante : ti = pour i < 0. 

9.3. Definition de Paction fondamentale. 

Pour chaque b G B et chaque n, on considere l'application Ub } n '■ B n — > B definie par 
Ub, n {yi, ...,y n ) = U(ad yi) o (ad y 2 ) o ■ ■ ■ o (ad y„)(6). 
Ici, comme d'habitude, 

ad y : B -> B 
designe l'application lineaire adjointe 

(ad y)(6) = [i/,6]. 
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On pose aussi 



d b , n {y) =t n (ad y) n (b), 



de sorte que 

Ainsi db, n est un polynome homogene de degre n, a variables et coefficients dans B, 
determine par u^n £ L n (B;B). 

9.3.1. Autrement dit, on a d^n G S(B) n . < 13 >. 
On designe enfin par 



que Ton appellera action fondamentale de B. 

Le theoreme important suivant montre que cette action est une action formelle au sens 
donne ci-dessus, au 5. 

9.4. Theoreme. < 14 >. 

Pour toute algebre de Lie B, son action fondamentale d : B — > S(B) est un homomor- 
phisme d'algebres de Lie. 

Autrement dit, d est une action formelle de B sur elle-meme. 

Nous demontrons ce theoreme plus bas (au 9.10). II nous faut d'abord etablir un certain 
nombre de resultats auxiliaires afin de faciliter la demonstration finale. 

On commence par verifier l'indentite remarquable suivante pour la fonction generatrice G. 

9.5. Lemme. La serie formelle G verifie l'identite suivante : 




n 



la serie formelle correspondante, qui appartient a S(B). 



On definit ainsi une application lineaire, canonique, 



d : B -> S(B) , d b , 



G(x + y) = L(x, y) + L(y, x) 



ou 



L(x,y) 



G(x + y) - G(y) 



G(x). 



x 
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En effet, on a 



G{x) = ^— , G(x + y)= [X L \ > G{x)G{y) = 



e x - 1 ' v ' e x +y-l ' w y ' (e x - l)(e» - 1) ' 
Ainsi 

G(x) _ e x e y _ 2e x+y - e x - e y 

'~ x + y ~ e x - 1 + ef - 1 ~~ (e 1 - l)(e» - 1) 



x y (e x - l)(e» - 1) ' 

De sorte que 

L(x, y) + L(y, x) = UG(x + y)-V= , [X + y 6 tl * L_ _ i 

v ,y; vy ' ; v y; (e 1 - l)(e» - 1) V e x +^-l 

(x + y)e a,+ w e x+y -e x -e y + l ^. , ^ 
e*+*-l • (e x_i)( e y_i) =G(x + y). □ 

A present, on va etablir deux autres identites. Elles sont combinatoires et font intervenir 
les coefficients t n . La premiere est tres simple et doit nous servir plus loin. 

9.6. Lemme. Pour tout entier naturel m, on a 



f ^ — > t r 

n\ ~~ ^ (n + 1) 



m 

n 



(n+1)! 

i-\-r=m v ' 

En effet, on a 

e x - 1 
e x = -G(x), 

x 

done 

E^ = (E( n+1)! ) (E^^EI E 

Le resultat s'obtient par identification. □ 

La seconde identite combinatoire necessite davantage de calculs. 

9.7. Lemme. Pour tous entiers m,p, g, tels que m = p + q, on a 



X 



E + E ("V- 

•r=ra+l VF/ n+r=m+l Vy/ 



p<n— l q< r —i 
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Demonstration. On utilise la methode classique des series generatrices. 
On pose 



H(x,y)= 



p-\-q=m 

( 



p+q=m 



p+q=m 



E 



n+r=m+l 
p<n—l 



E 



n+r=m+l 
q<r — l 



tn.tr 



t n t r 



) 
) 



x p y q , 



x p x q . 



II suffira done de montrer que Ton a 

H(x,y) = I(x,y) + J(x,y). 

Calcul de H. On a 

H(x, y) = J2 t ™(x + V) m = G(x + y). 



Calcul de I. On a 



yi(x,y)= E 

p+q=m 



E 



n+r=m+l 
pKn—1 



n 



P 



\ 



x p y q+1 . 



J 



Or, pour n + r = m + 1 et p + q = m, on ag+l = m + l- p = n + r — p. Ainsi, 
yl(x,y)= ( n )tnt r x p y n - p y r = £ t n t r ((x + y) n - x n )y r = 

n+r=m+l \P' n+r=m+l 



p<n—l 



J2(G(x + y) - G(x))t r y r = (G(x + y) - G{x))G{y) = G(x + y)G{y) - G(x)G(y). 

r 

Calcul de J. Par symetrie, on a 



D'oii 



Ainsi, 



J(x,y) = I(y,x). 
xJ(x, y) = G(x + y)G{x) - G{x)G{y). 



I(x, y) + J(x, y) = Gi* + vM*)-G(*)G(y) + G(x + y)G(y) - G(x)G(y) = + 

x y 
d'apres le lemme 9.5. D'ou l'identite annoncee 

H(x,y) = I(x,y) + J(x,y). □ 

Voici, a present, des resultats auxiliaires sur les derivations des algebres de Lie. lis nous 
servirons a etablir le theoreme 9.4 ainsi que d'autres resultats encore, plus loin. 



ENTRELACEMENT D'ALGEBRES DE LIE 



37 



9.8. Lemme. Soit D une derivation quelconque de l'algebre de Lie B. Alors, pour tous 
elements a E B , b G B, et tout entier m > 0, on a les identites suivantes : 

(1) £ D*[a,D™-*&] = J] Mp^D-^ £ MlDVD^]. 

0<fc<m 0<i<m ^ ' i+j=m ^ ' 

i>0 



(2) E (D fc [a,D m " fc 6] +D fc [D m " fc a^]) = E (™ + f) [D*a, D m "*6]. 

0<fc<m 0<i<m ^ % ~^ ' 



Demonstration. 

(1) On utilise la formule de Leibniz pour les derivees d'ordre superieur. II vient 



E D fc [«,D m - E J2(% Dla ^ m ~^- 

0<k<m 0<k<m i ^ ' 



Or, pour % > fixe, on a 



E 

0<fc<m 



J) = (!) + C) + - + (7) = (T + + i 



D'ou la premiere identite. 

(2) D'apres le (1), en echangeant les roles de a et de 6, on a 



0<fc<m i+j=m x ' 0<i<m 

J>0 



Done 



E (D fc [a,D— fc 6]+D fc [D— fc a,&]) = E ( (™ + ±) + f™ + ^ ) [ D ' a ' V m ~% 

0<k<m 0<i<m W Z + / 



E (T+i 2 )p ,o - d ^- D 



0<i<m 



Combinant ce dernier lemme et l'identite combinatoire du 9.7, on etablit le resultat 
suivant. 
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9.9. Lemme. Soit D une derivation quelconque de l'algebre de Lie B. Alors, pour tous 
a E B et b G B, et tout entier m > 0, on a 

t m D m [a,b} = I E D fc [D n a, D r_fc_1 6] + D fc [D n_fc_1 a, D r b] J . 

n +r=m+l yO<fc<r-l 0<fc<n-l J 

Demonstration. La formule de Leibniz donne 



p+q=m ^ P ' 

D'autre part, l'identite 9.8(1) permet d'ecrire 

D fc [D n a, D r_fc_1 6] = (. 7 ' 1 )[D n+i a,D T - < - 1 6]. 

0<fc<r-l 0<i<r-l ^ ^ ' 

Le terme en [D p a, D q b] dans la somme ci-dessus correspond a 

n + i = p , r — i — 1 = 5, q < r — 1. 
Son coefficient est done ( r ) . De sorte que Ton a 



D fe [D n a,D r - fe - 1 6] = Yl C r ')\B p a,D q b]. 

'-k<r — 1 jB+g=r— 1 



0<fc<r-l p+<j= 

q<r— 1 



De meme, on a 



'.k<n — 1 p+q=n—l \P ' 



0<fc<n-l p+q= 

p<n— 1 



Ainsi, dans la somme suivante 

J] ^ D fc [D n «,D r " fc_1 ^] + E D fc [D n_fe_1 a,D^] ) , 

n+r=m+l yo<fc<r-l 0<fc<n-l / 

le coefficient de [D p a, D 9 6] est egal a 

E ("W + E (!W 

n+r=m+l ^ ' n+r=m+l 
q<r— 1 p<n— 1 

qui est egal a ( m )t m , d'apres le 9.7 ci-dessus, ce qui acheve la demonstration. □ 
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9.10. Demonstration du theoreme 9.4. 

II faut montrer que, pour tous a G B, b G B, on a 

d[a,b] = [d a ,d b ]. 
On procede par composantes homogenes. 

Soient f m et g m , respectivement, les composantes homogenes de degre m du premier et 
du second membre. II s'agit de montrer que Ton a 

fm(y) = 9m(y) pour tout y G B. 

Posons ad y = D. II vient 

fm(y) = d [aM (y) = t m (ad y) m [a,b] = * m D m [a,6]. 

D' autre part, on a 

9m{y)= E i d a,n,db,r](y) = E ( d a,n-d b , r ~ d b , r .d a , n ) (y) . 
n+r=m+l n+r=m+l 

Calcul de la derivee (d a ^ n .d bjr )(y). On se sert de l'application multilineaire u b)T qui 
determine le polynome homogene db, r (voir ci-dessus, au 9.3) 

d b ,r(y) = u b,r(y, ■ ■ ■ , y) = t r D r b, 

et de la valeur 

d a ,n{y) = t n T> n a. 

II vient 

(d a , n .d 6 , r )(y) = E u bAVi ■■■,t n D n a nk ,...,y) = E *n u &,r(y, • • • , D n a nfc , . . . , y) 

l<k<r l<k<r 

Or, 

u bjr (y, . . . , D n a nfc , . . . , y) = t r (D o ■ ■ ■ o D n a nfc o • • • o D)(6) = t r D fc " 1 [D n a, D r ~ k b]. 
D'oii 

(da,„.d 6l r)(y)= E MrD fe - 1 [D n a,D^ fe 6]. 

l<fc<r 

De me me 

(d6,r.da,„)(y) = E tnt r V k ~ 1 [D r b, D n_fc a]. 

l<fc<n 

Ainsi, 

g m (y)= E E D fc_1 [D n a,D r - fc 6]+ E D fc_1 [D n_fc «,D^] 

n+r=m+l \ l<fc<r l<fc<n 

On a done, d'apres le 9.9 ci-dessus, 

g m (y) = t m B m [a,b) = f m (y). □ 
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9.11. Sur l'origine de la notion d'action fondamentale. 

Soit B une algebre de Lie normee complete, reelle ou complexe. 

On sait lui associer le groupuscule de Lie defini par B (voir Bourbaki [4], III, pages 
168-169, dont on gardera, ici, les notations, autant que possible, sauf a remplacer le A par 
B). 

Soit G ce groupuscule : c'est un voisinage ouvert de dans B. Bien entendu, l'algebre 
de Lie L(G) du groupuscule G est identifiee a B. 

II existe, par hypothese, un morceau de loi d'operation a droite, analytique, canonique, 
du groupuscule G sur la variete G : c'est une application, partiellement definie, GxG — > G, 
(x,y) i-> x.y. 

A ce morceau de loi, correspond une loi d'operation infinitesimale a droite, analy- 
tique, de B = L(G) dans G (voir ibid. Ill, page 165, 18.7). 

A chaque loi infinitesimale nous avons associe (ci-dessus, au paragraphe 6) une action 
formelle de l'algebre de Lie B sur l'espace vectoriel B. 

En l'occurence, on a le resultat suivant. 

9.12 Theoreme. L action formelle associee a la loi d'operation infinitesimale de B dans 
le groupuscule G n'est autre que Faction fondamentale d : B — > S(B) que nous venons de 
definir. < 15 >. 



On le verifie, succintement, comme suit. 

Void quelques details supplementaires afin de faciliter le raccordement de cette face 
analytique avec l'aspect formel que nous avons presente. 

Dans le groupuscule G, le produit x.y est defini par la serie de Hausdorff (voir Bourbaki 
[4], II, pages 55-57 et l'exercice 3, page 9, ainsi que III. 4. 2, page 168) : 

11 1 

x.y = H(x,y) = x + y + -[x,y] + —[x, [x,y]} + —[y, [y,x]} H . 

L'application exponentielle de l'algebre de Lie B dans son groupuscule n'est autre que 
/ = id B : B — > B. Que dire de la differentielle 

, n , e ta .b-b (ta).b-b 
(D a /)(6) = lim = y —L ? 

On a 

(ta).b - b = H(ta, b)-b = ta+ t -[a,b} + ^ [a, [a, b]] + ^ [b, [b, a}} + ■ ■ ■ . 
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Autrement dit, (D a f)(b) est donne par la serie Hi (a, 6), somme des termes de H(a, b) dont 
le degre en a est 1 : c'est-a -dire 

(D a /)(6) = fri(a,6) 
ou (voir Bourbaki [4], II. 6, exercice 3d, page 90), 

Hl (a, b)=a + ±[a,b] + J2 7^j 6 2n(ad 6) 2 », 

n>l ^ n >' 

les &2n etant les nombres de BERNOULLI. Le theoreme en decoule. □ 

Avec l'exemple originel (au paragraphe 6), c'est cela qui a ete le point de depart de 
notre developpement. C'est la que nous avons puise une part de cette inspiration qui nous 
a conduit a la notion de produit d'entrelacement et d'action formelle. 

9.13. Encore un petit mot de commentaire. 

Lorsque B est une algebre de Lie normee complete, reelle ou complexe, rendomorphisme 
(ad y) est un operateur continu de l'espace B. La serie entiere X^ n ^( a< ^ v) n es ^ a l° rs 
normalement convergente, avec un rayon de convergence infini. Elle definit done une 
fonction analytique sur £?, a valeurs dans l'espace des operateurs continus de l'espace 
vectoriel B. Reprenant la serie generatrice G du 9.1, on peut ainsi ecrire 

G(ad y) = ^t n (ad y) n . 

n 

Dans le cas general, purement algebrique, on peut encore ecrire, formellement, 

d b (y) = $>n(ad y) n {b) = G(ad y){b). 

n 

On va donner une justification de cette ecriture et un mot d'explication au sujet de la 
nature de la serie _ 

G(ad y)=]Tt n (ad y) n . 

n 

Pour b G B fixe, la serie ^ n t n {&& y) n (b) appartient a S(B). Comme fonction, a la fois, 
de y et de 6, elle appartient a >S(-B) [[£?]] lequel est identifie a 

{En posant 

w{y u ...,y n ,b) = t n (ad yi) o (ad y 2 ) o ■ ■ ■ o (ad y n )(b), 
Ub(yi, ■ ■ ■ ,y n ) = v (yi,...,y n )( b ) = ^(ad y x ) o (ad y 2 ) o ■ ■ ■ o (ad y n )(b), 

on obtient une application multilineaire w G L/ n u(B,B;B) qui s'identifie, d'une part a 
l'application u G Li(B; L n (B; B)) et, d'autre part, a v G L n (B; Li(B; B)). De sorte que 
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w(y, . . . , y, b) est un polynome homogene de bidegre (n, 1) et appartient ainsi aB[B, S]( njl ), 
tandis que les polynomes homogenes u^iy, • ••,?/) et f( 2/5 ..., 2/ )(b) appartiennent, respective- 
ment, a S(£) n [£]i et S(B) 1 [B] n .} 

Pour y & B donne, (ad y) est un endomorphisme de l'espace vectoriel B, autrement dit, 
un operateur lineaire (ad y) G Li(B,B) = End(S). Ainsi, (ad y), comme fonction de y, 
est un polynome homogene de degre 1 a variables dans B et coefficients dans End(S); 
c'est un element de End(B)[B] 1 . Plus generalement, on a (ad y) n G End(S)[S] n done 
E n tn(ad yT G End(B)[[B]] C 

Lorsque l'operateur (ad y) est nilpotent, ^ n t n (ad y) n est une somme flnie et represente 
un element de End(B) que Ton peut encore designer, sans grand danger, par G(ad y). 
En particulier, lorsque l'algebre de Lie B est nilpotente, G(ad y) est un polynome en y 
appartenant a End(B)[B]. 

Sinon, dans le cas general, voici comment justifier l'ecriture 

G(ad y) = ^t n (ad y) n . 

n 

On commence par observer, brievement, ceci. Lorsque E est une K-algebre, ou o designe la 
multiplication, l'ensemble de series formelles -E[[-X"]] herite de la structure de if-algebre de 
E, avec la multiplication naturelle des polynomes homogenes : (f n °9r)( x ) = fn( x ) °9r( x )- 
Si, de plus, la X-algebre E est associative et possede une unite 1, alors l'anneau des series 
formelles -K"[[T]] est (isomorphe a) une sous-algebre de La serie formelle e T , ainsi 

que la serie generatrice 

Tp t ^ 

G(T) = = J>T», 

n 

sont done des elements de 

Dans le cas particulier ou E = X = End(S), il devient clair que Ton a G(T) G 5 , (End(S)). 
Ainsi, G(ad y) n'est autre que la serie que Ton obtient en substituant le polynome ho- 
mogene, de degre 1, (ad y) a T dans la serie formelle G(T). On a aussi 

, , (ady)e (£ldy ) 
G ^ d * = \Jv) _ i • 

L'exponentielle e ad y s'ecrivant, traditionnellement, Ad y, il vient aussi 

G(ad y)= { ^ A y)My . 
v y ' My -I 
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A chaque action formelle donnee, d : B — > S{Y), correspond un produit d'entrelacement W(A,B; d) = 
x B, comme on l'a dit plus haut (au paragraphe 7). Parmi tous ces produits d'entrelacement, 
il en est un, particulier, que Ton designera, simplement, par W^A, B) : c'est celui qui correspond a 
Taction fondamentale d : B — > S{B) de l'algebre de Lie B sur elle-meme. D'une certaine maniere, il est 
intrinseque. Comme dans le cas des groupes abstraits, ce produit W-^A, B) = A[[B\] x B agit en cascade 
sur l'espace vectoriel produit A x B, en une action triangulaire. 

Lorsque d : B — > S(B) est Paction fondamentale que Ton vient de definir, on obtient 
un cas particulier important de produit d'entrelacement W(A, B; d) : on appellera ce 
cas particulier le produit d'entrelacement (fondamental) de l'algebre de Lie B par 
l'algebre de Lie A et on le designera, simplement, par W(A, B). C'est lui que Ton essayait 
de definir, au depart, et lui qui a donne lieu aux presents developpements. 

10.1. L'essentiel. Rappelons comment est construit W{A,B), en se referant au para- 
graphe 7 ci-dessus. 

Ici, Der(A : B) est l'algebre de Lie des derivations de l'algebre de Lie 

A chaque b G B, l'homomorphisme a : B — > Der(A : B) associe la derivation a(b) £ 
V(A[[B]], derivation suivant la serie formelle d& G S(B) : 

d b (y) = ^t n (ad y) n (b) = G(ad y){b). 

n 

Enfin, W{A, B) = A[[B\] x B est le produit semi-direct de l'algebre de Lie B par 
l'algebre de Lie relativement a l'homomorphisme a. Le crochet y est defini, comme 

au 7.3 ci-dessus, par la formule suivante : etant donnes deux elements (/, b) et (g, c) de 
W(A, B), on a 

[(f,b),(g,c)] = ([f,g}+d b .g-d c .f, [b,c]), 
ou le crochet [f,g] est celui que herite de A (voir ci-dessus au 5.1). 

10.2. Les details. Ann d'abreger, pour designer la derivee d'une serie formelle donnee 
/ G suivant la serie formelle d&, celle de faction fondamentale, on ecrira b ★ / au 
lieu de dj,./ : 

b*f = d b .f. 



Toute serie formelle / G se met sous une forme canonique f(x) = u m (x, . . . , x) 

ou u m est une application m-lineaire symetrique, u m G L m (A; B), (voir ci-dessus au 2.8). 
Pour la derivee de cette serie / suivant la serie d&, on a la formule suivante (voir ci-dessus 
au 3.3) 

(b*f)(x) = (d b .f)(x) = ^2mu m (d b (x),x, ...,x). 

m 
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Autrement dit, 

(b*f)(x) = ^2^2mu m (t n (ad x) n (b), x, . . . , x). 

m n 

On a ainsi le formulaire suivant 

(b*f) m (x)= ^ t n ru r ((ad x) n b,x, . . .,x). 

n+r=m+l 

[(f,b),(g,c)] = ([f,g]+b*g-c*.f, [b,c]), 
[f,g](x) = [f(x),g(x)] (le crochet de A), [6, c] (le crochet de B). 

10.3. L'action triangulaire. En introduisant egalement Paction fondamentale D : A — > 
S(A), voici la description de Faction triangulaire fondamentale de W(A, B) sur Ax B. 

C'est, en quelque sorte, le produit d'entrelacement A = A(D, d) des deux actions fon- 
damentales d : B — > S(B) et D : A — > 5(^4) (voir, ci-dessus, au paragraphe 8). Cette 
application A : W — > 5(^4 x £?) associe, a chaque couple (a, 6) G x B, l'element 

suivant de S(A x B) : 

A( ,6) = Da + d 6 . 

Elle agit de la maniere suivante : pour chaque couple (x,y) G A x S, on a 

A (a ,6)0r, y) = D a(w) (x) + d b (y). 

Disons, de nouveau, qu'elle est triangulaire dans le sens ou elle comporte trois temps : 
l'action d, en position 6, commence par agir sur le point y de B pour donner df,(y) puis 
l'element a de agit sur le point y de B pour fournir a(y) = ao(y) +ai(y) +ci2(y) + ■ ■ ■ 
ce qui enclenche Taction D en position a(y) et fait agir D a (y) sur le point x de A pour 
donner B a{y) (x) = B ao{y) (x) + B ai{y) (x) + B a2{y) (x) H 

C'est une action en cascade, pour ainsi dire. 

EXEMPLES DE PRODUITS W(A, B) 

10.4. Un premier exemple. Dans le cas ou les deux algebres de Lie A et B ont une 
dimension egale a 1, est idenfie a l'anneau classique if [[a;]] de series formelles, (voir 
ci-dessus au 1.3.1), de sorte que l'on a W(A,B) = K[[x]] x K. L'algebre de Lie B etant 
commutative, (ad y) est nul et l'action fondamentale d& se reduit a dj, = b. La serie 
formelle f(x) = s ^ j a m x m G = if[[x]] etant donnee, soit f'(x) = J2ma m x rn ~ 1 sa 
derivee formelle. On a (b* f)(x) = (db-f)(x) = bf'(x). Les crochets de A et de B etant 
nuls, tous deux, celui de W{A, B) est alors donne par 

[(/, 6), (g, c )] = (b*g-c*f,0) = (by' - cf, 0). 
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10.5. Un deuxieme exemple. Plus generalement, supposons que B soit une algebre 
de Lie commutative, de dimension finie r, et A une algebre de Lie de dimension 1. Alors 
est identifie a l'anneau classique de series formelles . . . , x r ]]. De nouveau, 

Taction fondamentale est reduite a d& = b. Pour 

b = (&!, . . . , b r ) e B , x = (xi, . . . ,x r ) , f(x) E K[[xi, . . . , x r ]], 

on a 

(&*/)(*) = (<U./)(X) = hf' Xl (x) + ■■■ + brf' Xr (x). 

Les crochets de A et de S etant nuls, de nouveau, celui de W(A, B) s'ecrit encore 
[(/, b) ,(g,c)] = (b*g-c* /, 0) = (j><4 - cJ Xi ), j . 



10.6. Un troisieme exemple. On suppose que l'algebre de Lie B est nilpotente et, par 
exemple, que (ad y) 3 est nul pour tout y G B. L'action fondamentale est alors donnee par 

db(y) = b+l[y,b] + ^[y, [y,b]}. 
Pour / = u m (x, . . . , x), sous forme canonique, on a ainsi 

(b-kf)o(x) = ui(6) , (6*/)i(x) = 2w 2 (M) + ^«i([x,6]), 

(b*fh(x) = 3u 3 (b,x,x) + U2([x,b],x) + — ui([x, [x,b]]), 
{b*f) m (x)= ^2 t n ru r ((ad x) n b, x, . . . ,x). 

n+r=m+l,n<2 

Le crochet de W{A, B) s'ecrit 

[(f,b),(g,c)] = (\f,g]+b*g-c*f, [6,c]). 



11. Representation des extensions dans le produit d'entrelacement 



Comme dans le cas des groupes abstraits, le resultat suivant illustre la singularite du produit d'entre- 
lacement fondamental W(A,B). Toute algebre de Lie C qui est une extension de B par A est isomorphe 
a une sous-algebre de Lie de IE(A, B). 

Void, a present, un theoreme qui montre que Ton peut representer toute extension C 
de l'algebre de Lie B par l'algebre de Lie A dans leur produit d'entrelacement W{A,B). 
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II s'agit de l'analogue pour les algebres de Lie du premier theoreme de Kaloujnine- 
Krasner pour les groupes abstraits (voir [6]). 

Soit A -> C ^ B une extension de l'algebre de Lie B par l'algebre de Lie A. Autrement 
dit, p est un homomorphisme surjectif de l'algebre de Lie C sur l'algebre de Lie B dont le 
noyau est la sous-algebre A = {c E C : p(c) = 0}. 

On se fixe une application K-lineaire s : B — > C quelconque telle que p o s = id#. 
Autrement dit, s est une section lineaire de p. 

On va associer a s un homomorphisme / s : C — > W(A, B) d'algebres de Lie que Ton 
appellera la representation associee a s. 



On presentera cet homomorphisme / s par etapes, comme suit. 



11.0. Nota. Afin de rendre plus claire la lecture des calculs compliques qui vont suivre, 
on omettra les parentheses et le symbole o de composition des fonctions partout ou le risque 
de confusion est minime. De plus, pour simplifier, on introduira les notations suivantes. 
Pour y G B fixe, on pose 

D = ad y , z = s(y) , R = ad z = ad sy. 

On posera aussi e = sp, (c'est une application lineaire e : C — > C), et on observera ceci : 

pe = p et es = s puisque ps = id#. 

Ainsi, D est une derivation de l'algebre de Lie B tandis que R est une derivation de 
l'algebre de Lie C. En particulier, on a pR = Dp. On a ainsi, par recurrence, pR n = 
D n p pour tout n. On a done, plus generalement, pour tout k > 0, 

pR n eR k = D n peR k = D n pR k = D n D k p = D n+k p = pR n+k . 

Autrement dit, 

pR n eR k = D n+k p = pR n+k . 

On se servira de cette derniere identite, dans les deux sens, comme d'une fermeture eclair, 
de gauche a droite et de droite a gauche. 



11.1. Definition de h c . 

Pour c G C, y G B et m donnes, on pose 

h c , m {y) = —{nAz) m {c)- r ^ T T j (ad^)-(sop)(ad^) 7 '( C ) 

ml ^-^ [n + 1)1 
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ou les coefficients t r sont definis par la serie generatrice G(T) introduite, ci-dessus, au 9.1. 
Autrement dit, 

h c , m {y) = —R™c- T^^ 6 ^"- 
ml (n+1 ! 

n+r=m v ' 

L'element h CjTn (y) ainsi defini appartient visiblement a l'algebre de Lie C. En fait, il 
appartient plus precisement a A. 

11.2. Lemme. < 16 >. Pour tous c G C, y E B, on a 

h c , m (y) e A - 

En effet, on calcule 

ph c , m (y) = ±D™ P c- 7^ Dn ^ Rrc = 

n+r=m 

ml ^ (n+1)! \ ml ^ (n + 1)!/ 

d'apres le lemme 9.6. □ 

Cela prouve que /i Cjm , comme polynome homogene en y, appartient a A[£?] m . 

On considere la serie formelle h c = J2 m hc,m, de sorte que Ton a h c E A[[B]]. On pose 
enfin 

/ 8 (c) = (h c ,pc). 

On a ainsi / s (c) E A[[B]] x B = W(A,B) et l'application f s :C^ W(A,B) est lineaire. 
Plus presisement, on a le resultat suivant. 

11.3. Theoreme. < 17 >. 

Soit A — > C -B une extension de l'algebre de Lie B par l'algebre de Lie A. Pour 
toute section lineaire s : C — > S de p, la representation associee f s :C^ W(A, B) est un 
homomorphisme injectif de l'algebre de Lie C dans le produit d'entrelacement W(A, B). 

Demonstration. 

1. L'application lineaire / s est injective. 

En effet, si / s (c) = alors, d'une part, on a pc = et, d'autre part, on a h c fi = 0. Or, 
h c ,o = c — spc done c = 0. □ 
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2. L'application / s est un homomorphisme. Cette longue demonstration s'etend sur 
les pages 48 a 52. 

Soient a G C et b E C. II s'agit de montrer que Ton a 

{h[ a ,b],I>[a,b]) = {[h a ,h b ] +pa*h b -po*/i a , [pa,p6]) 

et, puisque p[a, b] = [pa,pb], cela revient a montrer que Ton a 

h[ a ,b] = [K, h] +pa*h b -pb*h a . 

Ann de rendre les calculs plus faciles, on introduit les polynomes homogenes suivants qui 
appartiennent a C[[B]] : 

' ml ' ^ (n+1)! 

n+r=m 

puis les series formelles 

u c = ^2 Uc > m ' Vc = ^2 Vc > m > de sorte que h c = u c - v c . 

m m 

On a ainsi 

h[ a ,b] = u [a,b] - v [a,b], 

pa ★ h b — pb ★ h a = pa ★ u b — pb ★ u a — pa * v b + pb ★ v a . 

Rappel des donnees du calcul. On a 

d pa ,n(y) = ^(ad y) n (pa) = t n D n pa = t n pR n a. 
L'algebre de Lie C agit sur B au travers de l'application composee 

On va etablir, successivement, les identites suivantes 

(1) «[o,6] = [u a ,Ub]- 

(2) pa-ku b = [v a , u b ] et done pb * u a = [vb, u a ] . 

(3) pa*v b -pb*v a = [v a ,Vb]+V[ aib ]. 
D'ou decoulera ceci : 

[h a , h h ] + pa * h b - pb* h a = 

[U a , U b ] - [lt OJ V b ] - [V a , U b ] + [V a , V b ] + [V a , U b ] - [v b , U a ] - [v a , V b ] - V[ a>6 ] = U[ a ^ -V[ a> &] = ty a ,&]- 

Ce qu'il fallait demontrer. 
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Voici le detail des calculs. Tous les indices qui interviennent (muets ou non) sont 
des entiers > 0. 

(1) On a 

u[ a ,b],m(y) = — R m [a,b]. 

D 'autre part, on a 

[u a ,U b ] m (y) = ^2 K,n, Ub,r](y) = Y ~T1 " 
n+r=m n+r=m 

La formule de Leibniz donne l'egalite (1) souhaitee. 

(2) On a 

(va*u b ) m (y)= jj^jyR k [eR j a,R l - k b}. 



j+l=m 
k<l 



Le lemme 9.8(1), applique a la derivation R de l'algebre C, donne 

R h [eR J a, R l ~ h b] = ( l - + ]) [R l eR J a, R l ~% 



k<l i<l 

done 



— ^— V R k [eR J a,R l - k b] = V , %- - [WeR 3 a,R r b]. 
(1 + 1)1^ + 

D 'autre part, on a 



[v a ,u b ]m(y)= [ v a,n,u b , r ](y) = ^ /• + ^ j^j [R % eR 3 a, R r b] . 

n+r=m i+j+r=m ^ ' 

D'oii decoule l'egalite (2) annoncee. 

(3) Calcul de (pa*v b — pb* v a ) m (y). Pour ce calcul, le plus complique, on introduit 

W c ,n,r(y) = trR n eR T C 

afin d'ecrire 



v c,m- Yl (n+l)!^ 



c,n,r ■ 



On a 



(pR n a).(R J eR r b) = ^ R k [eR n a, R j ~ k ~ 1 eR r b] + ^ R J eR k [eR n a, R r ~ k ~ 1 b]. 

k<j — l k<r — l 
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En utilisant la fermeture eclair, il vient 

(pR n a).(R j eR r b) = E R k [eR n a, EP-^eBTb] + E R-*sD k [D n pa, D r ~ k ~ 1 pb]. 

k<j — l k<r — l 

En echangeant a et b d'une part, et n et r d' autre part, il vient 

{pR r b).{R j eR n a) = E R k [eR r b,R j - k - 1 eR n a]+ E R J sD k {D r pb, D n ~ k -\a]. 

k<j — l k<n—l 

D'ou 

(dpo.n-^.j.r - dpb,r-w a ,j,n)(y) = t n t r ((pR n a) .(R J eR r b) - (pR r b).(R j eR n a)) = 

t n t r E {R k [eR n a,R J - k - 1 eR r b]-R k [eR r b,R 3 - k - 1 eR n a]) + 
k<j-i 



t n t r R j sl D k [D n pa,D r - k - 1 pb]- E D k [D r pb, D^^pa] 

\k<r-l 

Ainsi 

(pa*V b ) m = Yl ( d pa,n-V b ,s) = E d P a > n E (j + l)\ Wb >3> r = 
n+s=m+l n+s=m+l j+r=s 

E (i _|_ ^\&Va,n-Wb,j,r- 

n+j 

Autrement dit, 



O' + l)! 

n+j+r=m+l v 7 



(pa*^) m (y) = E -±f-(pR n a).(RieR r b). 



Done 



(pa*v b -pb*v a ) m (y) = J^((pR n a).(R j eR r b) - {pR r b).{W eR n a)) 

n+j+r=m+l ^ >' 

tnU E (R^eR'^R'-^eR'b} - R k [eR r b,Ri- k - 1 eR n a}) + 

n+j+r=m+l ^ '' k<j-l 

n+j+r=m+l ^ \fc<r-l fc<n-l 

On a 

[v a ,v b ]m(y)= E (i + im + i)! ^ '^- 

n+r+i+k=m ^ ''^ >' 
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La difference (pa * v b - pb * v a - [v a ,v b ]) m (y). 

Pour m, n, r, fixes, le coefficient de t n t r dans cette difference est 

1 ^ {R k [eR n a,R j - k - 1 eR r b) - R k [eR r b, R J - k ~ 1 eR n a]) + 

j=m—n—r+l k<j — 1 

^ 1 ^ {R j eR k [eR n a,R r - k - 1 b} - R j eR k [eR r b, R^^a])- 

j=m—n—r+l k<r— 1 

V 7 — 7^ -\R l eR n a,R k eR r b}. 

La difference 

,. \ v R k [eR n a,R J - k - 1 eR r b] - R k [eR r b,R j - k - 1 eR n a])- 

j=m-n-r+l ^ 0<fc<j-l 



est nulle. 

En effet, le premier membre s'ecrit 

1 J2 (R h [eR n a,R J - k - 1 eR r b] + R k [R J - k - 1 eR n a,eR r b]), 
( J + k<j-i 

ou j = m — n — r + 1. 

Dans l'identite 9.8(2), en remplagant m, a, 6, D, respectivement, par (j — 1), eR n a, eR r b, 
on obtient 

1 J2 (R k [eR n a,R J - k - 1 eR r b} + R k [R J - k - 1 eR n a,eR r b}) = 
^ + fc<j-i 

Y ( j + ]\R i eR n a,R :j - i - 1 eR r b} = 

Puisque j — 1 = m — n — r, le second terme s'ecrit 

V 7 777 77 [R l eR n a, R k eR r b] 
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et, en remplagant k par j — i — 1, 

(i + 1 ! (j-i ! L J 



On a 

t 



^i + iy.U-iy. 



La difference 

E rTT)!^ S E I>*[^ n pa, J D r -*- 1 p6]- E D k [D^D n - k -^a])- 

j=m — n—r+l ^ ' k<r — l k<n—l 

est egalement est nulle. 

En effet, d'apres l'identite 9.9, pour m et j fixes, on a 

E t n t r D k [D n va,D r - k - 1 vb] - E D k [D r pb, £> n_fe_1 pa]) = 

n+r=m—j + l k<r — l k<n—l 

t m _ JJ D m -^[pa,p6]. 

L'identite (3) en decoule. Ce qui acheve la demonstration du theoreme. □ □ 

11.4. Dernieres remarques. 

Avec les notations ci-dessus, dans la formule / s (c) = (/i c ,pc), la serie formelle h c peut 
s'ecire 

( R e R -l Re R \ / Ad ^-l \ 

/> c =^e -^e-^- T jc=^Ad,--^spG(ad,)jc, 

l'exponentielle e fl = e ad z s'ecrivant, traditionnellement, Ad z. 

Le plongement / s de C dans W(A, £?) depend de la section lineaire s : B — > C choisie 
et il y a une grande variete de choix pour s, autant que de supplementaires du sous-espace 
vectoriel A dans l'espace vectoriel C. Pour tout a G A, on a 

/i a = (Ad z)a = (Ad sy)a, 

de sorte que 

/ s (a) = ((Adsy)a,0) 

depend egalement de s. 

Bien entendu, l'algebre de Lie W(A, 5), en tant que produit semi-direct, est une exten- 
sion inessentielle de l'algebre de Lie B par l'algebre de Lie 
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En guise de conclusion. Le cas ou le corps K est flni n'a pas ete aborde. II merite, sans 
doute, d'etre examine attentivement. On obtiendrait ainsi des produits d'entrelacement 
finis qui pourraient presenter des aspects combinatoires interessants. 



Le second auteur assume Ventiere responsabilite de toutes les erreurs 
qui seront relevees dans ce texte pour avoir echappe a sa vigilence. 
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